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O Introduction



0.  Remargues preliminaires

Vision classique des tenseurs : objets du type ;1 qui obéissent
a des regles de changement de base. Cela réfere a une utilisation
implicite de la base canonique. Littérature abondante ! Ici on
s'intéressera a une vision plus géométrique des tenseurs.

On insistera sur les aspects intrinséques (ou principe
d'objectivité).

L/approche reste celle d'un mécanicien.

Les tenseurs du second et du quatrieme ordre seront
principalement étudiés.

On se cantonnera a la géométrie euclidienne.



0.2 Principe d'objectivite

Un calcul physique ne peut pas dépendre du choix de la base
car cest un choix arbitraire de l'observateur (du scientifique).

La rotation (ou translation) est physique, le changement de
repere ne lest pas. Bien que mathématiquement proches, ce
sont des concepts différents.
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| Les vecteurs



.| Vecteur, notation intrinseque et composantes

Soit €; une base de 'E.V. (pas nécessairement orthonormée).

Un vecteur et ses composantes : 4 = u'€;
Sommation de 'indice répété : convention d’Einstein.

Soit EZ une «nouvelle» base : 44 = U ZE}

u est une notation intrinséque, qui représente lobjet (ici le
vecteur), indépendamment de la base. Au contraire, les
composantes u' dépendent de la base choisie.

Ecriture colonne (2D) :

Lt N . Lt U!
w|, 2| Ous il y a plusieurs bases u 2

Rl Rl s
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.2 Changement de base des vecteurs

On nomme P la matrice de passage telle que :

E, = &P +é&P; (2D) ligne
B BT PPy E; = ¢ P

E, E,| =|e1 es - — = ¢,; P;

B Ep| =61 &) P2 P 7 Z,\g[

. - g lonn
Onobtientla ¢ =v'e; = U’E; cOIONNE
relation entre uie, = Uipke,
les anciennes i _J l(car €1 est une base)

—, 't — tr7J
et nouvelles =u = PU
composantes : (P~1)¥y!t = [J (P_l)fP; = U965y,
=|U" = (P Yk




Soit, en écriture matricielle (2D) :

On remarque que les composantes u’ changent de base a l'aide

de la matrice P~ ! (au «contraire» des vecteurs de base) :

- on dit queelles sont contravariantes

- on écrit 'indice en haut

- on les rangera en colonne (pour la cohérence avec P; ou 7 est le
numéro de ligne et j le numéro de colonne.



.3  Formes |linéaires

Une forme linéaire associe un scalaire a un vecteur u | 5

Dans une base,on a (en 2D) : (@) = Liu' + lou”

Ce scalaire doit étre invariant quelque soit la base (objectivité) :

lsu® = LpU"
| lu® = Lk(P_l)?uj
Pour tous les # possibles l IR
lj = Ly (P )j
;P! = Ly(P)ip

L = ;P




Soit, en écriture matricielle et en 2D :

S—
[Ll LQ} — [ll ZQ] ' _p12 p§2_

On remarque que les composantes [; changent de base a 'aide
de la matrice P (comme les vecteurs de base) :
- on dit quelles sont covariantes
- on écrit l'indice en bas
- on les rangera en /igne (cohérence avec P; ou 7 est le
numéro de ligne et 7 le numéro de colonne.

Matriciellement et en 2D :

(@) =lu' +lu’ =l L].|




Exemples de formes linéaires

La force est définie depuis la puissance

(invariante...). P — Flvl 4+ ngz
Le gradient est aussi,
par construction, une df = of Azl - df 72
B |
forme linéaire, donc Oxl Ox?

grad(f)i1dz + grad(f).dz?

ses composantes sont
covariantes. On note
leftet «d’inversion» de la variance par la division...

Une équation de plan (droite en 2D) vectoriel

implique aussi que la normale @ a1zt 4 aox? = 0
soit exprimée par ses composantes

covariantes :



|4 Base duale

Un produit scala1re » Mais considérer que les [; sont les
composantes de [ dans la base €; ne fonctionne pas :

l.ﬂ'yﬁ [Lu (é’l.é’l)ML + lau')(€1.62) + lau®(E.€2)

11 taut considérer que les composantes [; sont relatives a une
autre base : /a base duale € (indices en haut).

—

[.u = (llgl -+ lgg ) (ulé’l + U 62) — llul -+ ZQU2

a condition que :

€ .6; — 5@'

Ceci définit la base duale € et donc les composantes
covariantes [; de [ lui sont relatives :

I T Y A T
l—l@-e —ljej




On peut construire aisément la base duale depuis € z.é’j = 0

Si la base est orthonormée,
son dual est elle-méme.

Propriété :
u.er = (u1€ +ug€”).€1 4

€ .€o — 0
Se voit bien en considérant ||é1|| = 1

et le théoréeme de Thales.

U, — 6.67;

(Généralisation :

u' =u.e’




La base duale permet un calcul simple de la matrice de passage
de €; vers F; :

51 = €] i—Fé’zQ%
E,.e¢? = &.82Q! + &.62Q?
0 1
—> Q% — E1.52
Généralisation :
Qi = &K

On remarque la cohérence de la position des indices.



On peut avoir besoin des composantes [* (contravariantes) de [
) \ . . o o — , e
(cest a dire dans la base initiale €;). Elles vérifient :

—»

Q\‘l

Vu

(ZJBJ) (uz Z)
— ljuz(é} i)
i e

s

lkuk

lkuk

lkuk

l;

Li

9ij 7

on pose | gi;;

£;.¢;

Gram (symétrique).

le tenseur métrigue ou matrice de

Son déterminant est le volume engendré par les €; .

li

Forme duale

g"1;

et l.u = lzgijuj

g

EZ.E] — lz-g”uj

On parle parfois de G comme d’un «ascenseur a indices».



.5 La base orthonormeée

Quand on peut, on utilise une base orthonormée. Clest a dire
quasiment tout le temps sauf pour les coques et membranes non
planes.

Cela entraine une série de simplifications :
A > 5 -1 _ pt _ p..

On n’a plus besoin de distinguer co- et contra- variance :

U2 Pt Pt U9
— Y2 1721 22] |

_ | P11 Py
L1 Lof=[h I Po1 Poo

On «rameéne» tous les indices «en bas».




.6 Quelgues remarques sur l'objectivite

Nous avons utilisé I'invariance d'un scalaire par rapport a la
base. Cela nous a permis d’établir nombre de regles.

Par exemple, la norme 2, associée au produit scalaire, ne dépend
pas de la base (arbitraire) et est donc objective.

Au contraire, la norme 1 ne lest pas. Contre-exemple :

) i=é
|1 = |ur] + [usg] + |us]
TN Base €; Ul =1
)51 Base Ei ﬁ 1 — \/5

Meéme si les mathématiciens disent que «les normes sont
équivalentes», on ne peut pas toutes les utiliser...



Pour les fonctions vectorielles, il faut aussi évaluer l'objectivité.

Le résultat doit étre le méme que lon calcule dans une base ou
dans I'autre.

Par exemple : le produit vectoriel est-il objectif ?

(@ AD); = Mipujores = i PqUqPa Vi Py By
= 1k PipHjq P Uq Vi Bp
avec [ le symbole de Levi-Civita :
ILiw = 1si(i,j, k) €4(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}
= —1si(ij, k) € {(1,3,2),(3,2,1),(2,1,3)}
— (0 sinon
casp=q: R = [k 0i P = 0

car ll;;x = 0, s1 (i=j) et 0i; = 0, sl (i#])



idem pour les cas g=r ou p=r

Si p,g et r sont tous différents :

sous-cas ou ils forment une permutation directe de (1,2,3) :

Hijk})ip})jqpkr . HijkPileZPkS
= det(P)

sous cas ou ils forment une permutation indirecte de
(1,2,3) : on trouve bien sir —1

Au bilan on a :

HijkPiPijPkI‘ a Hpqr
et donc :

[Tk us o€ = o U Vi By
ce qui montre que le produit vectoriel est objectif ! 4}




|,/ Rotations et symétries de vecteurs

Les formes vues pour les changements de base sont
équivalentes a celles des transformations orthogonales
(rotations ou rotations-inversion).

—

€1

2
€3
R(e1) R(e2) R(es)
la matrice de rotation contient les vecteurs tournés, exprimés en
colonne.

20



on a conservation des angles : Pour un vecteur :
Rzgngklgk — 53' — u]R(gj) — UjRijgi
€;-€x = Oik = V; = Riju]'
RijRii = 9y ¢ = R.a
R'R =1
R!' = R!
depuis
det(R.R") = det(l) =1
det( R)2 — 1 La rotation-inversion nest
pas physique !
et des orientations :
— rotations
det(R) =1 e
— rotations-1nversions o
det(R) = —1 N




) La structure des tenseurs

22



2.0  Remarqgues introductives

Dans ce chapitre on s’intéresse principalement a la
représentation en base orthonormée.

On ne considérera pour l'instant que la base canonique.

23



2.1 Le produrt tensoriel

X estle produit tensoriel
u ® U est un tenseur du second ordre
La base canonique est tormée depuis : €; ® €,

Un tenseur du second ordre possede des coordonnées dans la
base canonique :

O — Oy é; X é}'
La notation intrinseque o est indépendante de toute base.

Les composantes 0;;en dépendent, au contraire.

Les tenseurs d'ordre supérieur se créent de facon similaire :

24



Le produit tensoriel associe a deux tenseurs dordre m et n un
tenseur d'ordre m+n.

Un tenseur d'ordre O est un scalaire
Un tenseur d'ordre 1 est un vecteur

En base non orthonormée, la régle des indices covariants et
contravariants est la méme que pour les vecteurs :
A=A &R Qe

On peut avoir des tenseurs dans des espaces non métriques (ex.
relativité :

(z,y, 2, 1)

mais on nen pas besoin en mécanique classique.

25



2.2 Le prodult contracté

La simple contraction. Notée «.», elle sentend comme :

— — — - def — - — —
O.U — Oy (67; X ej).ukek. — O, ULE; (€j.€k;) — O U5 €5
N——
0k

Au niveau indiciel, en base canonique, on retrouve simplement :

—_—
1

[O'.U] — O4jU5|— Oq1U7 + 0;0U2 + 0;3U3

Si A et B sont des tenseurs d’ordres n et m, alors A.B est d'ordre

n+m-2.
Le produit contracté de deux vecteurs correspond au produit

scalaire :

- —

UV = WU:€;.0:€; = U;V:(€;.€5) = WV
1C-UgC9 1 U\ C3-Cy 1 Ve

La forme o.u est intrinseque mais o;,;u,; dépend de la base
(I'indice 7 est franc, ce sont des composantes).



Cas des bases non orthonormées

LLa contraction doit se faire sur des paires d'indices co et contra-

variants. AB = ( Zgi X € ) (Blel Q€ )
——
5kz
— AZ Bkez X 6
= (A.B),! = A}B’

Par construction, le tenseur métrique permet de transformer les
indices covariants en contravariants comme pour les vecteurs.
Par exemple :
ij ik AJ
AY = g"A;

A gingj1 A"



I.a double-contraction

Il s’agit d'une généralisation de la régle précédente par

répétition successive de la simple contraction. Par convention, la

contraction se fait sur les indices proches. Par exemple :

— — — 5y def & o = -
O . & —= O'Z'j(ez' X €j) . 5kl(€k X 6[) ; Jijekl(ej.ek)(ei.el)

o . & — O'ijgjz'

Remarque si € est symétrique, on a aussi : O : € = 0;;€;;

Pour les tenseurs d'ordre supérieur, la réegle est la méme. Par ex. :

o=C:e<+= 0i5 = UiikI€lk
Si A et B sont dordres m et n alors A:B est dordre m+n-4.

I.a n-contraction

[A : -B]ij — Aipqu'rqu

La généralisation, triviale, peut étre notée . ,:,.:, 1, efc...

28



2.3 (Changements de base pour les tenseurs

Principe de base : repartir de la définition géométrique
(produits tensoriels) pour retrouver les formules :

O = 0pe€p R e
g, = P,E,
— 0 = O'qupqungi X Ej
base _ % B E»j
' = |2 = pilYopg
Formule «classique» > = P'oP
Forme générale At = PPy PrcPatpgrs

Attention : la formule classique, des matrices, fait penser que o
et 2 sont des objets diftérents alors qu'il s’agit des composantes

du seul tenseur o dans deux bases différentes. Y



Pour les bases non orthonormées

On doit faire attention a la variance des indices. Par exemple :

Al = (PYLPTYUPTYEP Y al,

p J r

30



Remarque : la contraction et la convention d’Einstein vérifient
le principe d'objectivité, en base orhonormée ou non. Exemple :

U

a.u

U;

Ja, .
a; U

(P) P Vi
\—— ——’

Sk

P (P~Y)IPUA;

[r‘t

Orq

Vq

AU,

P.U,
PI (P47

La contraction, effectué dans n'importe quelle base, donne le
méme tenseur. Cette opération de contraction est objective.
On ne pourrait pas déclarer que 3 indices répétés seront

sommés car l'opération ne serait pas objective !

31




C'est aussi vrai pour la sommation sur des vecteurs de base.
Exemple (base orthonormée) :

U = Ui€
= PuUPiE
= UpE
Ces résultats sont facilement généralisables. L.a «convention»
d’Einstein est relative au principe dobjectivité.

Il en va de méme pour tous les opérateurs habituels,
dont l'existence est associée a l'objectivité du résultat.

(.,:,®, N, trace, det,...) A. Einstein

Pour les scalaires, on parle d'invariant, et cela est
connu. Pour les tenseurs d'ordre >0, cela I'est moins.

32



24  Les transformations

Les transformations (rotations, symétries, inversions)
s'appliquent aux vecteurs de base :

R(o) = R(0i€ D E€;)
= 0;;R(€;) ® R(€;)
= o0 Riier @ Ryje
R(o)ki = RpiRijoj

qui est extensible a des tenseurs d'odre quelconque.
C = Choprs€p Q€; R € Q€
[R(C)]ijkzl = RipRjqRriRysCpgrs

33



2.5 Les projections

Les formules précédentes sont encore valables pour des
projections. Par exemple, pour la projection sur le plan (€7, €2)

1 0 0
P=10 1 0 P(o)ln = PiPjoij
0 0 0

En remarquant que Pj = 1 seulement si /=j=1 ou si i=/=2 il
vient :

o11 012 0
P(O’) — 10921 0929 0
0 0O O

Ce qui est bien le projeté de o sur le plan [1,2].

34



Rappel

Projecteur sur la direction # : P (@) = (d.q)u
(normée) (P (@) = upapu,
= UjUpay
= (U ®u).q),
—> 7)[,5;] (5) = P.a
P = u®u
X _ Ui U2 U3
U | uiur  uu
Calcul tres simple : P — u; T
us i _
. S
gr()]e.cteur sur le plan 4 : Pus (@) = Q.
epuis o
ona: P+ P+ Py =21 Q = 1-ugu

35



3 Les tenseurs symétrigues du
second ordre

36



3.1 Base canonique des tenseurs du 2"¢ ordre

Pour les tenseurs du second ordre, les composantes o;; relatives

a la base canonique €; ® € sont rangées sous forme de matrice.

031 032 033 {€i®€j} Si nécessaire. ..

La contraction apparait sous forme du produit ligne-colonne :

011 012 013 U1
o.u (021 0922 09231 . | U2
031 032 033 us

Le produit tensoriel sous forme d’un produit colonne-ligne :
o ® _ti1 U2 Uz _
Lol up |11 U102

URU |ug| . |v1 ve v3| = us
us us

37



Pour la double contraction, on somme tous les produits termes
a termes. Parex.: A :B = A;;B;;

) Aip Ais Bis Biz

A:B=|Ay Ag Aol : |Ba1 DBy DBoj
Az1 Az Ass B31 B3z  Bss

Remarques :
A B = Aiiji — trace(A.B) — Az’jBij — trace(A.BT)
o:1= 0'7;]'57;]' — O 44 — trace(a)

ou l'identité I est définie par rapport a la simple contraction.

1 0 O (VA
0O 0 1 us




3.2 Aspects geometriques

Le produit scalaire

LLa double contraction des deux tenseurs du second ordre
renvoie un scalaire. Il s’agit du produit scalaire (preuve plus
tard) pour les tenseurs d'ordre 2.

On calcule les composantes du tenseur a l'aide de la double
contraction :

O-ij — qu(gp X 5q) . (é; X 6_17)

Oij = OpqOip0Ojq = O

O'ij — O . (é;@é})




Ce produit scalaire possede le méme sens physique que la
simple contraction pour les vecteurs : il mesure la contribution
des deux éléments. Par exemple :

- la puissance (mécanique point)
F.v=F;v,
- la pulssance Volum1que (mecamque des milieux continus)

40



I.a norme euclidienne

On introduit cette norme, un invariant, a partir du produit
scalaire (double-contraction). Par exemple :

lo|| = \/0ij04
On construit un tenseur normé comme pour les vecteurs. Il
indique une direction tensorielle A — o
o]
Les angles
Les éléments précédents cos(u, V) = -
permettent de définir des |4] HUH

angles, comme pour

les vecteurs :



Les projections

On calcule la projection suivant la direction tensorielle A (tenseur
normé) d’un tenseur comme :

EA:(AZE)A

cette projection est colinéaire 3 A. On peut aussi construire le
projecteur sur A :

[&“A]z'j — (Ak:lgkzl)Aij
= A Ak
—— 4 = ARXRA:¢€
N——
Pa

ou le projecteur P4 est un tenseur du quatrieme ordre.

42



On peut aussi définir le projecteur sur un sous-espace a
plusieurs dimensions. Par exemple, si A et B sont orthogonaux
et normés, ils définissent une base d'un sous-espace a deux
dimensions (hyperplan) n des tenseurs symétriques du second
ordre. L.e projecteur associé est :

P, = Pa+Pp
= AQRA+B®B

Liespace des tenseurs du second ordre symétriques est de
dimension 6. Si 6 E;forment une base orthonormée, on a la
décomposition orthogonale de I'identité :

6
-3 Fs,
=1
ou I est 'identité du 4¢me ordre, définie comme [ : 0 = o Vo

43



3.3 Quelques calculs...

Calcul d’une composante (1c1 la 11) d’un tenseur dans une

autre base : (E, F', G) aVCCE(E17E27E3)[ ]

Méthode 1 : on Change le tenseur de base et on garde la

premiére composante...
Autre méthode :

|

composante 11 dans

Y base

la base Ei

011
021

031

012
022
032

!

013
023
033

FLE4

Fo Fr

B3

FEq Es
Fo Fs
FEs Eo

E\Es

Fo Fs

FsFEs

Donc en particulier dans la base €;

Remarque : dans la base E@ cela donne bien :

/
1

~ )
011
/
091
/
1031

/
0192
/
099
/
039

-

013
/

093

1

0
0 0
0 0

/
033 |

44



Ex. le critére de Schmid (cission des monocristaux)

m.o.n = mioiin; = oijMmin; = o mn

~

Y

Y

Méthode 1
calculer o dans une base {m, 77, p}, prendre le terme 12. 2.4 pnS
- — <
Méthode 2.1 011 012 013 mi
[m ni 713] - 021 022 023 . 12
En Matlab® : n’*S*m 031 032 0O33] [M3]1.7 ns
<
Méthode 2.2 011 012 013 mi1mn1  M1N9  M1N3
021 022 023 -« |21 2N 1N2713
1031 032 033 m3ny  mmgnz  In3ng
En Matlab® : sum(sum(S.*(n*m’))) 3.3 ps,

A la main, la méthode 2 est bien plus simple que la méthode 1!



Contrainte de traction dans une base quelconque

Ex. traction dans la direction €7 :

0 0

o
O —O0 6?1 X 51 O 0 O

0 0 0
Lopérateur ® est intrinseque : le calcul est valable dans
n'importe quelle base...

Traction dans la direction 70 :

X _ ny Mo N3 _
nining mning nNinsg
oc=0nen o N2|Nony MNoNe MNoNg
n3tmnsny nNsng  N3ns

A comparer au changement de base Pto.P



Construction d’une contrainte de cisaillement :
oc=T17(MRN+1KRm)
avec

Dans la base «naturelle» (77, 1, p)
0 7 0
ona: o |7 0 0
0 0 O
Dans la base (€}, €2, €3)on trouve, trés simplement :
—7 0 0
oc| 0 7 0
0O 0 O

Construction directe Eeaucoup plus rapide que le changement

de base...



Calcul de I'énergie élastique :

2,0\11 — O'ijgij

méthode classique :
20V = trace(o.€)

méthode proposée :

20V =0 : €
(sous Matlab®)

trace(S*E');
3.96 ps

sum(sum(S.*E));
1.92 ps

48



Calcul d’un projecteur

Calculer le projecteur sur la direction définie par 7(0, 3, 4)
et sur son orthogonal

—

it = —(0,3/5,4/5)

|7
0 0 0
P =i"®@a* = |0 9/25 12/25
0 12/25 16/25
1 0 0
P... =1-7"@#a*=[0 16/25 —12/25
0 -12/25 9/25

OH Véfiﬁe PP= P ct PnJ_.PnJ_=PnJ_

Cette maniéere de calculer pourrait étre enseigné en classe

preparat()lre. .o 49



3.3 Remarques sur la base canonique

[LLa base canonique, (€; ® €j), est trés utilisée car elle correspond
a la notation indicielle et est commode dans les calculs
impliquant vecteurs et tenseurs du second ordre. Dans les vieux
ouvrages sur les tenseurs, on en vient méme a l'oublier.

Est-ce toujours la plus eflicace » Par exemple, un tenseur des
contraintes n'a pas besoin de 9 composantes car, a cause de sa
symétrie, il ne posséde que 6 termes indépendants. Le tenseur
d¢lasticité C n’a pas 81 composantes indépendantes mais
seulement 15.

Les tenseurs dordre >2 ne peuvent plus étre représentés sous
forme de matrice.

On va donc présenter d’autres bases que la base canonique.

50



3.4 Notation de Voigt

La notation de Voigt tient compte des symétries

indicielles des tenseurs. Pour le tenseur des détormations, le x2
sur les composantes hors diagonale est li¢ a la notation

encore utilisée en RAM avec v = 2e15 (hélas...).

T = Wy 01 = 011 5;1—811
) 029 £9 = £929
_| 03 = 033 _| €3 = €33
ol _ gl _
04 = 0923 E4 = 293
05 = 031 €5 = 2€31
W. VOigt 0 = 019 Eg = 2€19

Outre la dissymétrie, cette notation ne conserve pas la structure
tensorielle. Par exemple :

o= orer e ol # > a2 el # [ &
1 1 1




3.5 Base des tenseurs symetriques du 2 ordre

En reprenant 'affectation des indices, on construit la base
orthonormée suivante | Bechterew, 1926] :

B, = ea1®e
B, = é®e
B; = é3®e¢€3
B, = (62®€é3+¢&5®&)/V2
B; = (6506 +6 ®6é3)/V2
Bg = (61 ®eér+ 52®51)/\/§

On vérifie que cette base est orhonormée par rapport a la
double contraction, produit scalaire pour ces tenseurs :

B]ZBJ:5IJ

52



Correspondance entre la base proposée et la base canonique :

oSO O O = O

oo%ooo
b

63@63

o OO = OO

%oooc:o'
b

L _ )
1 0 0

B, |0 0 0
0 0 0
0 0 0]

B, |0 1 0
0 0 0
0 0 0]

B; |0 0 0
0 0 1
0o ]

B,|0 0 1/V2
0 1/V2 0
0 0 1/v2]

Bs| 0 0
V2 0 0
0 1/v2 0]

Bs [1/vV/2 0 0
0 0 0

\ J




Les composantes d’'un tenseur o quelconque dans cette base
sont données par (double) contraction avec les tenseurs de

base :
5‘1 — O . BI

|
qQ
=

Par exemple : 04

o 0
On voit déja quon a : (}; 0
. |o3 0
A
05 0
_5' 6 | _O_ 54




011 €11
099 €22
Dans cette base un tenseur ,\ 033 | es3
du second ordre s¥écrit en T V2093 | || V2694
une matrice colonne 1x6 V2031 V231
dont les composantes sont :
\ \/50'12) 5 \/§512 )

Cette base hérite des propriétés tensorielles dou :

- : i 2
Gl (oW oo
N Y
Ex. O € =01 + 03y + 033+ 2055 + 205, + 207,
37 ps matrice 1x6 norm(Sv);

dans Matlab... au lieu de

76 ps pour  matrice 3x3 norm(S, 'fro');
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Remarque sur les aspects géométriques du chap. 3.2

L utilisation de la base de tenseurs Bi permet de passer des
tenseurs symétriques du second ordre a 3 dimensions des
vecteurs (tenseurs du premier ordre) a 6 dimensions.

Dans cet espace a 6 dimensions, on retrouve toutes les
équations de géométrie euclidienne présentées au 3.2. On peut

méme représenter graphiquement en vraie grandeur.

Certains calculs (comme la simple contraction A.B )
demeurent cependant plus simples en base canonique.
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3.6 Les invariants

Un invariant est une fonction scalaire d'un tenseur dont le
résultat ne dépend pas de la base.

Clest mathématiquement équivalent a une invariance du
résultat par rapport a toutes les rotations SO(2) en 2D ou
SO(3) en 3D, mais il s’agit d'un changement de base.

A cause du principe dobjectivité, toute fonction de tenseur

utilisée en physique doit pouvoir décrire comme une fonction
d’invariants.
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’'invariant d’un vecteur

Pour les vecteurs, seule la norme euclidienne ||u|| est un
invariant (I'invariance vient du produit scalaire).

LLes deux autres informations du vecteur sont les anegles qui
> ANgles q
positionnent le vecteur.

En 2D :

un angle + 1 norme = 2 dimensions

En 3D :

deux angles (la rotation propre
n'intervient pas sur le vecteur qui y est insensible !) et 1 norme
= 3 dimensions.
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Les invariants d’un tenseur symétrique du second ordre.

Ces tenseurs ont 6 composantes indépendantes.

En général, 3 angles d’Euler sont nécessaires au

positionnement.

Don on aura 3 invariants indépendants. Depuis la théorie des
matrices, on connait déja la trace et le déterminant.

P AP

det est un invariant car :

det(a) =
det(P) =1 —

let(P)det(A)det(P')

A

C

let(A)

Pour former le 3¢m¢ invariant on peut combiner trace et
déterminant sur le tenseur élevé a une certaine puissance, tout
en vérifiant I'indépendance de ces invariants :
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Il existe plusieurs «jeux» d’invariants indépendants. Parmi les
p ] p
plus utilisés, on trouve :

Les valeurs propres : (A1, A2, A\3) (souvent oubliés...).

Les invariants de Rivlin-Ericksen (plus mécaniques...)
Ji =0 : I =trace(o)
Jo = %(a.a) = %trace(a.a) — %0 Lo
J3 = %(a.a.a) = %trace(a.a.a)
Les invariants de Cayley-Hamilton (plus matheux...)
Iy = trace(o)
I = 5 (trace(o)* — trace(o.0))
I3 = det(o)
propriété : det(o — M) N+ LN — DA+ I

0 = 0'.0'.0'—[10'.0' ]20'—]3:[
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Pour les tenseurs d'ordre supérieur...

Les choses sont beaucoup moins connues...

N. Auftray et Boris Kolev en parleront.

Le nombre d’invariants est simple a trouver : le nombre de

composantes - le nombre d’angles d’Euler. Soit 21-3 = 18 pour
les tenseurs d’élasticité.
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4 e tenseur d'élasticite
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4.1  Introduction

Dans le cadre de lélasticité linéaire, les tenseurs des contrainte o
et des déformations € sont reliés par une loi linéaire, la loi de

Hooke : |o C:e 0ii = CiikiEri
g S o
ou C est le tenseur de Hooke, du 4¢me ordre
et S le tenseur des souplesses, du 4¢me ordre.

Les tenseurs des contraintes et des déformations
possedent la symétrie indicielle :

— a cause de 1équilibre des moments :  9ij = Oji
— depuis la théorie du premier gradient : ¢y,

|
0
&

), o o ’ e
(%e tenseur délasticité «hérite» Ciiti = Ciik
e ces pelites symeérries . _
P ) = Cijk
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La loi de Hooke équivaut a l'existence d'un potentiel détat pi)

(énergie libre de Helmholtz)

200 =€ :C: ¢
. . O 0
dont dérive la contrainte: o = p— Oij = P
Oe 8@]-
200 = Cpqrsgpqgrs
= 2035 = Chpgrs(0ipdjgers + Epgdirdys)
— Cijrsgrs =+ Cpqijgpq
Oi5 = Cz‘jklé‘kl
Cest un potentiel détat donc : 52 ;) 52 ol
. 8€ij88kl N (’9eklf)eij
Cette relation se nomme
=|Cijkt = Chkiij

la grande symétrie de C.

Au final C possede 21 composantes indépendantes.
g, kl € {11,22,33,23,31,12}
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4.2 Ecriture de Voigt

Dans la base canonique, le tenseur sécrit sous la forme d'une
hyper-matrice (4 indices) a 34=81 termes peu commode...

Voigt a proposé, comme pour les tenseurs du second ordre, une
écriture regroupant les indices et tenant compte de leur

symetrie :

L.a matrice 6x6 est symétrique du fait de la grande symétrie.

01122
C(2222
C13322
02322
C(3122
C(1222

C1133
(2233
C'3333
(2333
C'3133
(1233

C1123
(2923
C'3323
(2323
C'3123
C'1223

Elle exhibe les 21 constantes indépendantes.
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Celle-ci permet décrire la loi d¢lasticité, avec o et € représentés

en vecteurs colonne suivant convention de Voigt :

oc=C.¢
On vérifie que les facteurs 2 permettent de tenir compte des
produits multiples de Iéquation o;; = Cjjgi€ki :
O11 Ciiin Chrize Cruiss Crizs Ciuisr Chiieg €11
022 G211 C2222 (2233 Co223 (2231 Ca212 €22
033 Css11 Csszz Csazs Cszaz Csasr Oz | | €33
023 Cosii Cazzz Chazs Cazza Cagsi Cosiz | [|2eas
031 Cs111 Cs122 Csi33 Csi2s Csizr Csiiz 231
012 Ci211 Cigee2 Ch2zz Ciges Chazt Cuoiz

Par exemple :

o11 = Ci111€11 + -+

+ C1193€23 + Cr132€32 + - -
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Mais :

Pour écrire la loi inverse (en souplesse); il faut introduire un
autre jeu de coefhcients :

€11 S1111 S1122 S1133 251123 251131 2571112 011
€92 Sa2211  S2222  S2233 252223 252231 252212 022
ezz | | Ss3311  S3322 S3333 253323 253331 253312 033
2e03 | | 252311 282322 252333 4592303 452331 452312 | | 023
2e31 253111 253122 253133 453123 453131 453112 031
212 251211 251222 251233 451203 451231 451212 | 012

Linversion de C' ne donne pas S ... La construction n'est pas
symétrique... Etc...

Néanmoins, cette écriture est encore présente dans la grande
majorité des livres et articles sur le sujet...




4.3 Bases de tenseurs

On utilise la base By @ B formée depuis la base des tenseurs
du second ordre B vue précédemment.

Le tenseur d*¢lasticité (ou des souplesses) est représenté dans
cette base par une matrice 6x6

C::B]®BJ
BI:C:BJ

51®512C251®€1201111

e1 ®ep:C: (51®52+52®51)/\/§: V2C 112

(L Qe +ERe)/V2:C: (6 ®
201212



Au final ;

(71111 (71122

CY2211 (72222

C3311 (3322
V2Cs311  V2C232:

V2C5111 V203199
V201211 V2C1222

Cr133 V2Ci123 V2C1131 V2Ci112 ~

Coozz V202223 V2Co231 V2C9212

Cs3zz3  V2C3323 V2C3331 vV2C3312
V205333 205323  2Ca331  2Ca312
V2C53133  2C5123 2C3131 2C3112
V2Ci233  2C1223  2C1231 2C1212  _

La matrice formée est 6x6 symétrigue a cause dela grande
symétrie. du fait de sa structure tensorielle, I'inversion est

preserveée et :

=

Cette écriture a été introduite par [ Bechterew, 1926], puis
rappelée par [Ostrosablin, 84, 08, [ Cowin 90], [ Francois, 95].

Elle commence a supplanter Iécriture de Voigt, notamment en

calcul numérique ou el

e préserve des erreurs... o




La loi de Hooke complete sécrit alors comme :

o11 - Crinn Ch122 Ci1zzs V2Ci123 V2C1131 V2Ci119
0922 C2211 C2222 Ca2ss  V2Ca223 V2C2231 v2C2219
733 | _ A C3311 (3322 C3szs  V2C3323 V2C3331 v/2C3310
V2023 V2Cs311  V2Ca320 V2Ca333  2C3323 2C2331 2C2312
V2031 V2C3111 V2C3122  V2C3133  2C3193 2C3131 203112
V2012 V2Ci211 V2C1222 V2C1233  2C1223 2C1231 2C1212

et la loi d’élasticité inverse sous la méme forme. On peut

s'amuser a vérifier que le jeu des coefhicient ramene bien a :

oxy Cz‘jkl5 kl
En résumé, les opérations suivantes

S C

50=1

o=0C:¢ E=9D:0 I

correspondent au calcul matriciel suivant

[&:Cé] [é:ﬁﬁ]

s

€11
€929
€33

\/5623
\/5831

_wﬂ§€12_

dans la base de tenseurs. Cela introduit au passage I, I'identité

des tenseurs du 4¢me ordre...
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44  [identité du 4eme ordre

Le tenseur I est défini comme l'identité du 4¢me ordre par
rapport a la double contraction.

A = I1:A
Aii = Liiki Ak

Ses composantes en base canonique sont a priori
Liiki = 051041

mais si lon considére que les tenseurs du type des tenseurs
d’élasticité possédent les petites symétries (ij,ji) et (kl,lk) alors la
forme suivante les garantit :

[Iijkl = 2 (001 + 5@1@'1«)]
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Si lon se pose le probleme dans la base de tenseurs alors :
A = JI:A

devient

A = 1A
et donc la matrice associée a I est objectivement la matrice
identité 6x6 :

1 000 0 0
001 00 0 0
;{00 100 0
000 1 0 0
0000 10
00000 1

Les deux définitions correspondent-elles ?

On peut calculer les composantes de I;jxr = 3 (8ix0j1 + 0:10,k)
dans la base By ® B ; et le vérifier...
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Termes diagonaux (11, 22, 33), premier quadrant

Ii = 1:B;®B;
— %(5@-/{5]-1 1+ 05101)€; V€ R EL,®eE 1 €1 Qe Qe Qe
_ %(@.kaﬂ 5:16;1) (5:16;10k51611)
= 1

Termes hors diagonale (12,23, 31), premier quadrant :

I, = 1:B;®Bs
N %(%53'1 +0i0jk)Ei ®E ®E®E 61 ®ELRVE R E
= %(57;1-@531 T 5il5jk)(5i15j15k2512)
= 0

erc. ..
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Raisonnement plus rapide :

I;; = 1:B; @By
= B;:1:Bjy
= B;:Bjy
= 01J

car Bt est orthonormée.
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On peut aussi considérer la partition de I'identité :

[=Bi®B1+ -+ Bg ® Bg

ou chaque By représente une direction tensorielle (normée).
Et chaque B;r® B; représente le projecteur sur Br. Alors :

1 000 0 0
0000 0 0
0000 0 O
BioBil g 000 0 0

00000091 00 0 0

0000 0 0

B2®B21 0 0 00 0 0

0000 0 O

00000 0 0

erc. ..




4.5 La décomposition de Kelvin

Lord Kelvin a publié¢, en 1856, 'idée que le tenseur d’élasticité
pouvait étre décomposé sous forme de six «projecteurs». Cest a
dire 6 relations du type : o7 = Areg

ou (01,€r) sont des parties complémentaires du tenseur
délasticité et A7 les module de Kelvin.

A cette époque la notion de tenseur, de matrice et de
diagonalisation étaient inconnus ! Ses raisonnements s’appuient
sur les ellipsoides des contraintes et des déformations, sans
démonstration «rigoureuse». Ces travaux ont été oubliés ; Love
ne les cite méme pas.

Bechterew dans les années 1920, puis Ostrosablin (URSS) et
Rychlewski (Pol.) ont montré la véracité des travaux de Kelvin

vers 1980... Cowin (USA) en assuré la diffusion vers 1995.
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Une fois connues les bases de tenseurs, la démonstration est
évidente : la matrice C' représentant C dans la base By ® B
est symétrique (a cause de la grande symétrie) donc

diagonalisable.

Dong, il existe une base orthonormée Er @ E ; dans la quelle :

A 0 0 0 0 0
0 X 0 0 0 O
410 0 X 0 0 0
0 0 0 X 0 O
0 0 0 0 X O

0 0 0 0 0 delgom,

Les valeurs propres \; sont les modules de Kelvin.
I1s possedent l'unité (Pa) de la contrainte.
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Il en découle une nouvelle écriture du tenseur délasticité :

C = Z)\IIPI
1

Pr = E;y®E; |attention I non sommé...

Ou les E; ® E; forment (comme les 77 ® n précédemment)
des projecteurs sur la direction tensorielle E7.

— les IPr sont les projecteurs propres
— les Aj sont les modules de Kelvin associés (Pa)
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La loi de Hooke donne des relations de proportionnalité entre

les projections de oet celles de €

O
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En résumé, la loi de Hooke or = M€
. ), o
(amsotro.pe) sécrit comme o = P;:o
des relations de proportionnalité
. Er = P J - €&
entre projections correspondantes
de la contrainte et de la déformation : o = Z O]
I

.-y

Illustration : pour un matériau 7

élastique, méme anisotrope,
il existe 6 états de contrainte tels que la déformation leur est

proportionnel [Kelvin, 1856] (!)
e =10

El
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Cas des modules de Kelvin (valeurs propres) multiples. Dans la

forme initiale ¢ = Z A P;
I
IP)I — E[ ® E]

on peut regrouper ensemble les valeurs propres identiques. 11
apparait des projecteurs sur des sous-espaces de dimension >1.

C = » APy
I
Pr = ZEM@)EM
n—=1
S = 6
I
Elm : EJn — 6IJ5mn
)\[ 7é )\J S1 I#J




Tenseur des souplesses

Les Er, forment une base orthonormée donc les sous-espaces
propres sont orthogonaux.

P[OPJ — (S[JPJ

<:>]P>I:]P>J — 5IJIP)J
@pj.pj — 5]]pj

Le tenseur des souplesses est alors trivial :
S = —P

Z A7 1
Z APy Z ~ P,

J

— Z—(SUIPJ_ZIPI_]I

preuve . S : C



ou, formellement :

1/XA 0 0
0 1/x 0

~ | 0 0 1/A
21 0 0
0 0 0
0 0 0

ErQE;

autre preuve : considérer

S.C =1
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Aspects énergétiques

Lénergie libre 2py = € : C: € se décompose par mode

propiIc .
20p = €:C:¢
— Z)\IE‘ IP)[&“
I
2,0?7D — Z)\]é‘[l&]
I
pY = prz
1

Elle ne peut étre que positive, cest a dire que tenseur délasticité
doit étre défini positif:
Ve oV >0
—|A\; = 0




Compléments

Le groupe de symétrie (GdS) d’'un tenseur est le sous-ensemble
des éléments de SO(3) (le groupe des rotations) qui le laissent
invariant.

Rychlewski [1986] stipule que le GdS du tenseur d’élasticité est
intersection des GdS des projecteurs Py .
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4.6 Formules de Bond

Les formules de transformations orthogonales, de symétries ont

été données :

[R(C)]ijkl —

Rz’pquRkl R?"S Cpqrs

Cette forme nécessite 4x38 = 26244 multiplications. Bond

(1943), puis Cowin lont réécrite en base B; ® B :

A

R(C) = B'.C'.R
- Ry R7, Ri;
R3, R3, R3,
R% R3, R3;
V2R21R31 V2RooR3s V2R3 Ras
V2R11R31 V2Ri2R32 V2Ri3R33
V2R11Ro1 V2R12Ros V2Ri3Ra3

produit matrice-vecteur :
oain de temps de calcul !

V2R12Ry3

V2Ra2 Ro3

V2R33R32
Roo R33 + Ro3R3o
Ri2R33 + R13R32
Ri2Ro3 + R13R29

A

R(o) = R.6

V2R11R13
V2R21 Ros
V2R33R3:

Ro1 R33 + Ra3R31
R13R31 + Rq11R33
Ri3R21 + R11Ros

V2R11 Rz

V2R22 Ro1

V2R31 Ras
RooR31 4+ Ro21 Rao
R11R32 + R12R31

Ri1 Rag + Ri2 R
soit 2x64 = 2592 multiplications. De plus, cela permet aussi le
calcul rapide de la rotation des tenseurs du second ordre par un
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4./ Quelques calculs utiles. ..

Calcul du module d’Young

Rapport entre la
contrainte de traction
suivant n et déformation
mesurée suivant n donc :

\ 8

—

N

s

o on®n
€ S: o
e(n) nen=c«e:(Nn®N)
o
(7
NG
oc(M®1):(n®n)
c(n®mn):S: (nmn)
1
(7
(%) ([A@R):S: (707
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Attention, dans le cas d'un matériau anisotrope, la déformation,
lors d’un essi de traction-compression, peut étre «étrange».
Ex. [Boeehler, 90|, compression sur une roche anisotrope :

Dans les formule précédentes, la déformation doit bien étre
mesurée dans la direction de la traction-compression. Une
valeur moyenne peut étre donnée par la distance entre les
plateaux de la machine : .. AL

e(11) = 7
Dans le cas d'une mesure de champ (corrélation d’images,
rosette...), on peut obtenir la valeur depuis la projection du
tenseur (2D) sur la direction z de traction : ¢(77) = 7.€.7
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Calcul du coefhcient de Poisson

Vnm est le rapport entre o =
la déformation e —
suivant m et celle _,

. , e(n) =
suivant n lors d’'une
traction suivant n,
avec m.n=0. e(m) =
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Module de compressibilité

Clest le rapport entre o = pl
la pression et la e = S:o=pS5:1
variation relative de trace(e) = e:I=pl:S:1I
volume. D
AV/V est la trace du K = trace(e)
tenseur des déformations. 1
LLa contrainte est une =

. . I:5:1
pression hydrostatique. q

\ o, - Siikk
S

Remarque : S;izz est un inwvariant du tenseur des souplesses S.

(Voir le cours de Boris Kolev et de Nicolas Auftray)...



Module de cisaillement

Unm représente la réponse en cisaillement suivant n m a une
contrainte de cisaillement suivant n m, avec m.n=0.

O

5
n, m, p base orth. l

e(n, m)

le Y de la RDM... 10

N

S

DO
=
St
Sl

TMR®m+mn)

2TS :n®m

n.em==e: (nem)

2r(n®@m) : S: (M ®m)
T

2e(n, m)

=
St
S

dn;m;ngmySiik
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> Le tenseur delasticite 1sotrope
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5.1 Les projecteurs P™ et PP

Le projecteur hydrostatique ‘:-}%;f-'.:

N

La partie hydrostatique d’'un tenseur o est par définition la
partie de o colinéaire a 1

Il faut construire un «tenseur directeur» normé. Comme

|I|| = v/3 il sagit donc de I

La construction naturelle est alors : ﬁ 0 73 (1)
O,H:<0_,i>i 00 A
V3/) V3
Evidemment on retrouve o'l = ltrace(o')I mais avec un

sens plus géométrique et physique (le tenseur des contraintes
identité correspond a un état de pression hydrostatique).
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On en déduit le projecteur hydrostatique :

V3/) V3 T3
1 1
— §I X l: o0 ]P),I;kl — géijakl
N—_——
IP)H
Depuis I:en®er = 1 gp. .. , ce projecteur a une forme
I: 52 X 6?3 = 0
simple dans la base By :
I /3 1/3 1/3 ]
/3 1/3 1/3

-

-

-
o OO O O O
o OO O O O
o OO O O O
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et il permet effectivement de «sortir» la partie sphérique d’un

—0'33)/3
-0'33)/3

tenseur :
(011 + 022 -
(011 T 022 7
(011 + 022 -
0
0
0

avec un grande efhcacité numérique...

—0'33)/3

OO O O o O

o OO O o O

OO O O O O
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Le projecteur déviatorique

Le déviateur est le complément du tenseur a sa partie
hydrostatique.

O — O'H ) O'D
Ce qui équivaut a :

[:0=Pl:04+PP:q

ou I estl'identité pour la double contraction déja présentée et
d’expression :

Lkt = 5(0in0j1 + 0udjk)

et qui correspond a une matrice 6x6 diagonale de 1 en base de
tenseur.
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Au final, le projecteur déviatorique est :

P° = 1-P"
1 1
IP)Dz‘jkl — 5(5%53] + 0410%) — 5(57;3'5/-@1)
o’ = PP.o

Son expression en base de tenseurs By est simple :

pP=71-pPH
2/3 —1/3 —=1/3 0 0 0
-1/3 2/3 —=1/3 0 0 0
po | —1/3 -1/3 2/3 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1

0 0 0




et il permet de sortie la partie déviatorique d'un tenseur du
second ordre :

(20’11-0‘22-0’33)/3_ _2/3 —1/3 —1/3 O 0 O 011
(20’22 — 011 —0'33)/3 —1/3 2/3 —1/3 O 0 O 0929
(20’33 — 011 —0'22)/3 L —1/3 —1/3 2/3 O 0 O 033
023 - 0 0 0 1 0 Of° 023
031 0 0 0 O 1 0 031
012 _ i 0 0 0 0 O 1_ _0'12_

Le projecteur PH est projette sur un espace a une dimension (la
«droite» vectorielle définie par I. Le projecteur PP projette sur
le complément, il possede donc 5 dimensions.

Numériquement, cette facon de calculer est tres rapide.
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Propriétés des projecteurs

Les relations entre les deux projecteurs orthogonaux se

retrouvent en base : By ® B

Pt PH =

PP PP =

PY PP =

P" 4+ PP =
avVeC

- 1/3 1/3 1/3

1/3 1/3 1/3

pH 1/3 1/3 1/3

0 0 0

0 0 0

0 0 0

S OO OO O

o O O O O O

o OO O O O

pH pH
pP.pP
pH pP
PH L pP
2/3  —1/3
~1/3  2/3
~1/3 —1/3
0 0
0 0
0 0

~1/3
~1/3
2/3

0
0
0

O O = O OO

a8

~> O '"U> hU>
S

O = O O O O

O O O O O
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La base d’Ilyoushin

Considérant que le sous-espace hydrostatique est engendré par :

H = (B; + B, + B3)/V3

on complete la base a 'aide de cinq déviateurs orthonormés :

D, D> B, | B;s | Bg| H
2//6 0 0|01 0 ]1/V3
~1/v/6 | 1/vV2 | 0 | 0 | 0 |1//3
~1/v/6 | —1/v/2| 0 | 0| 0 |1/V3

0 0 1 1 0] 0 0

0 0 0| 1] 0 0

0 0 0| 0 | 1 0

Déviateurs Hydrostatique

On reconnait en D1 le déviateur normé d’une traction suivant

e1. Le choix nest pas unique. 100



Utilisation : surface seuil expérimentale et théorique. On tese
un matériau en traction-torsion donc dans le plan 011,012 . La
surface de Von Mises prend la forme d’une ellipse dans le

graphe «canonique» 011,012
o1 o012 0
O — |012 0 0
0 0 O
_20'11/3 012 0 ]
0 0 —011/3_
“loPl = /ot +30% =
9 O |l =1/911 012 = Oy | | ; ;
1 0.5 0 0.5 1

@)
. . . 11 ,
Dans ce graphe, ni les angles ni les distances ne sont respectées

car on nest pas dans une base orthonormée du sous-espace des
déviateurs. La forme circulaire du critére (une norme !)

N apparalt pas. 0]



La base des déviateurs D1, D> permet une représentation en
vraie grandeur.

o = D;:o” =
2
— %011

05 — Bg:0”? =Bg: o

|
N
S
(\)

La représentation est cette fois-ci en vraie grandeur. On peut
mesurer la distance entre les points et la courbe, les angles, etc. ..

Remarque : on trouve parfois des graphes en (011, 012/ \/§)

qui «corrigent» déja le défaut de représentation circulaire... -



0'22

Autre exemple | Francois, 06] : un essai de bi-traction sur une
éprouvette en croix. L.a distorsion (écart par rapport a Von
Mises) était cachée par la représentation elliptique.

Représentation en
base canonique

2001

1007

-100r

-200r

-300

200}
150}
100}

Représentation en

" base des déviateurs
=200 —-100 0 d 100 200 300
095 103




5.2 Le tenseur d'élasticite isotrope

La décomposition de Kelvin montre le tenseur d’élasticité sous
forme de d’homothéties sur des projections :

C = Z)\IIP’I
1

Pour former un tenseur isotrope, il faut que chaque sous-espace
(relatif 2 un Ay donné) soit isotrope.

Le tenseur hydrostatique H est isotrope.

Liespace complet est isotrope donc le complément, l'espace des
déviateurs, l'est aussi. Autre preuve :

trace(A) = 0
trace(R(A)) = R, R;jAr; = A =0

|04



Le tenseur d’élasticité isotrope sera donc formé depuis les deux
projecteurs hydrostatique et déviatorique :

C = 3KP" + 2,PP

ou les modules de Kelvin respectifs sont
3K ,avec K le module de compressibilité
21, avec 4 le module de cisaillement

Comme montré au chapitre précédent, le tenseur des souplesses
est simplement : 1 1

S = —P" 4
IK 21

]P)D

Comte tenu des expressions trouvées pour PH et PP |
lexpression en base canonique est :

Oij Okl o (5ik5jl‘|‘5il5jk 0i; 5k1>
V3V3 2 V33

Cijrl = 3K
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Forme de Lamé

On obtient facilement la forme de Lamé en posant :

3K — 2
\ = &
3
oi; = Cik1€k1 = A0ij0kIERL + 2101k 051€ K
= )\5kk5ij + 2,u€ij
o = Mrace(e)l + 2ue

Forme de Young et Poisson

1 +v v
Le calcul est classique et donne : & = o — —trace(o)l

b b

Le sens physique de (F, /) est associé a la déformation d'une
barre en traction, ce qui constitue l'essai matériau de base. Par

contre, en 3D, son intérét est moins évident. ok



'Table de correspondance entre les constantes d’élasticité

isotropes
Yﬁi?i flt Lamé Kelvin
E et v Aet u | K etpu
A2 IK
— B - A—-uu SKJ:LM
) — 1 A SK—2u
2(A+p) | 2BK+p)
__ vE \ SK—2u
o (1—|—1/)él—2y) 3
= 2(1+0) t t
_ E A2
K 3(1—2v) 3 - K
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Tenseur d’¢élasticité isotrope en base By ® B

Depuis C = 3K PH 4 2,uIP’D et leur expression on a :

- 3K +4u

3K—2u

SK—2u

Remarque, cela implique §66 = 1/2u soit 251212 = 1/2u

O O OWl | wlw

et la formule

Wi m =

aVeC

SU 3y

SK—2u

SK—-2u

2 3 0 O
3 3

3K—-2 3K-+4
3 £ 3 E0 0
0 0 2 0
0 0 0 2u
0 0 0 O

1

€1

€2

dn;m;ingmySiik

est bien consistente...

o OO O O
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Et, en utilisant la table de conversion des constantes on obtient
aisément :

C
011 (1—|—V1)Z1V—2V) (1—|—1/)1(/1—2V) (1—|—1/)’(/1—21/) 0 0 0 11
022 (ET T (1+u1)Z1V—2u) ET T 0 0 0 €22
033 =b | moam T (1—|—V1)?1V—21/) 0 0 0 €33
V2093 0 0 0 - 0 0 V2e93
V2031 0 0 0 0 = O V2e31
V2015 0 0 0 0 0 15 V2¢e12
S
€11 1 — VUV — VU 0 0 0 011
E29 — VU 1 —VU 0 0 0 09292
£33 — % — VUV —VUV 1 0 0 0 033
V/2€23 0 0 0 1+v 0 0 V2023
V2e31 0 0 0 0 1+v O V2031
V2e15 0 0 0 0 0 1+vw V2015

109




Retour sur le sens physique de 3K et 2u depuis la forme de
Kelvin

C:e = 3KPH.e1924PP.¢
On a proportionnalité des o
. - slol = 3K
parties hydrostatiques et —
déviatoriques des tenseurs ol = Q,UED

des contrainte et des déformations :

qQ
|
oo
o O
= O O

110



e LT SR AT IE
kK

Vision géométrique de laloi de Hooke :

\ SOUS-€space

eD\ //5)\ hydrostatique 1D .

\ e ol el

_Lspace des

critere de Von Mises : limitation de la s “tenseurs du

norme du déviateur. Hyper-cylindre second ordre 61



Aspects énergétiques

On a vu, dans le cadre général, que les modules de Kelvin
devaient étre positifs :

A = 3K > 0
AT = 24 > 0
SK —2u
C T 23K 1 p)
1
=20 = V:§
K=0 = v = —1
= —-1< v<0,5

autre forme de l'inégalité :
210

A2
3 112



Généralisation des relations de comportement isotropes

Fluides visqueux compressibles :

O'H

D

O

3K e
. D

2U€E

Matériaux «incompressibles» (caoutchouc)

K—00 << vr=0,5>

Un cas particulier de [¢lasticité isotrope :

2u<—=v=A=0

3K
C
C
<~ O

A(PH 4+ PP)

M
\E

«hyperélasticité»
(déja pris)

préférer le terme
«élasticité parfaite»
Comportement des mousses

113



6 |Le tenseur d'élasticite
anisotrope

| 14



6.0 Introduction

Un groupe de symétrie est l'ensemble des transformations de
SO(3) (rotations), qui laissent le tenseur invariant :

R(C) = C

Une définition équivalente, plus ancienne, a 'avantage de ne
porter que sur des tenseurs du second ordre | Zaoui]

Ve, R(C:e)=C:R(e)

On sait depuis | Forte Vianello, 1996] que le tenseur délasticité
peut posséder 8 groupes de symétrie diftérents.

I15



6. |

_es 8 groupes de symeétrie possibles pour

e tenseur d'élasticité

Les plans de symétrie permettent de les différentier et de

visualiser la relation d'ordre

isotrope
(2%)

cubique(9) tétragonal(d)

4

1sotrope transverse

(oo+1) é

>

artiel :

orthotrope(3) Chaque fleche représente une

)4

e

trigonal(3)

Vv

7

relation d’inclusion ; les figures
,  représentent les traces des plans

de symétrie de C et leur
nombre.

>

monoclinique  triclinique

(1) (0 wreor
L
L

16



6.2 Représentation en base «naturelle»

Parmi les 21 constantes indépendantes du tenseur délasticité, 3
d'entre elles peuvent étre retenues comme les 3 angles d’Euler :
on peut toujours exhiber au moins 3 zéros dans la matrice 6x6

qui les représente.

On nomme «base naturelle» une base qui exhibe le plus de
ZETO0S.

| Dieulesaint et Royer, 74| montrent les 8* formes™ associées
aux 8 groupes de symétrie ainsi que les relations entre les

termes.

* Et d’autres, redondantes (c.f” Forte-Vianello)
“*Nous les reproduisons ici en base de tenseurs et non en écriture

de Voigt. -



Ils sont exprimes dans leur repere associe et en notation de Voigt (pas de coefficients).
D’apres Dieulesaint et Royer, Ondes élastiques dans les solides, Masson, 1974.

@—@ composantes €égales
@—O composantes opposees
X composante ¢gale a (Cq1 - C12)/2

s grande symétrie

n nombre de coeff. indép.

Triclinique Monoclinique Orthotrope Trigonal
© 0 606 06 0 O @ @6 6 ) 0 ©o @ ©6 6 0 0 O (@ 0O O
© 06 06 0 O @ 6 0 0O © @ © 0 O O .\. I 0O O
©@ 6 06 © @ 0 0 © © 0 0 0 © 0\ O
©@ 0 O @ 0 () @ () 0 .\3 0
S © O S © 0 S © 0 S
o| 21 o| 13 ol 9 x| 6
Egimebasepemeﬁamd’emm plan de sym. x3" plan de sym. x!" axe X3, xE€ p de sym
Tétragonal Isotrope transverse Cubique Isotrope
.\: 0O 0 O .\: 0O 0 O ._I 0O 0 O ._I 0O 0 O
0 0 0 0 0 0 .\ 0 0 0 \ 0 0 0
© 0 0 O © 0 0 O 0O 0 O 0O 0 O
.\3 0 .\3 0 0 O x 0 0
S 0 S 0 S w S x 0
e| 6 <| S 3 <| 2
axe x3, x1€ p de sym axe x3 plan de sym. x1"

base quelconque
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6.3

Supposons C invariant par Sz la symétrie par rapport au plan

Démonstration (cas monoclinique)

(€1, €5) . Samatrice est: S = ] — 285 ® &

S =

Appliquons la définition de I'invariance par rapport a §':

1 0
0 1
0 0

S(C) = C
SiijqSkrSlstqrs — Vijkl

Observons que

0
0
—1

= lpourt=7j=1|2

= —lpourt1=9=3
= Opouri # )
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Au final; tous les termes comportant un nombre impair
d’indices 3 sont égaux a leur opposé, donc nuls, et :

11 22 33 23 31 12

120



6.4 Démonstration, cas orthotrope

Si lon suppose en plus un autre plan de symétrie Sgt ,on
annule les termes comportant un nombre impair d'indices 2.

On remarque que, ce faisant, on induit la nullité des termes
comportant un nombre impair de 1, cest a dire la symétrie par
rapport au plan Sz , et on «saute» a la symétrie orthotrope.

11'22 33 23 31 12
llle @ @ 0 0 0

22 © 06 () O O
33 @ 0 0 O
23 @ 0 0
31| s © 0
12 O 121




Le tenseur d’élasticité n'a pas une structure sufhisamment
complexe pour ne posséder que deux plans de symétrie
orthogonaux.

Conformément au théoreme de Hermann, il «saute» au groupe

de symétrie «juste au dessus» qui possede trois plans de
symétrie orthogonaux.

122



6.0 Relation avec la cristallographie

La cristallographie consiste au recensement de toutes les
organisations atomiques réguliéres possibles.

Le motif parallélépipédique pave l'espace régulierement.

/.

Cette organisation est perceptible a I'ceil nu : cest la découverte

de 'abbé Just Hauy vers 1800.

123



Le parallélépipede possede 5 parametres indépendants (la taille
physique n'intervient pas) :

L

Selon les valeurs de 4,6,&,B,Y, le groupe de symétrie du réseau est
différent. En 3D on dénombre au final 14 types de réseaux et 5

en 2D.

Par exemple, si a=6=1, (rhomboedre) le groupe ponctuel est

trigonal :
a=F=y # 90°

a Une maille trigonale e


https://www.google.fr/search?safe=active&client=safari&rls=en&q=rhombo%C3%A8dre&spell=1&sa=X&ei=990JVIvmL9bear-vgGg&ved=0CBwQvwUoAA
https://www.google.fr/search?safe=active&client=safari&rls=en&q=rhombo%C3%A8dre&spell=1&sa=X&ei=990JVIvmL9bear-vgGg&ved=0CBwQvwUoAA

Aux sommets de la maille élémentaire sont placés des morifs
(atomes ou molécules). Ces motifs possedent aussi un groupe
pancz‘ue[ de symétrie.

Le groupe de symétrie du matériau est /’intersection des groupes
de symétrie du motif et des réseaux.

{
O unf) 0

A P55 Rig
¢°

. : Cristal de glace : les motifs sont
- des H2O d’orientation variées.

Au final il existe 32 groupes de symétrie possibles en 3D.
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Exemple : cristallographie en 2D (L. Chen)

5 mailles pour 5 #riangles possibles...

Oblique

-Rectangle

Rectangle
centre

Carré

Hexagonal

Réseau
triangle

Oblique

Isocele

rectangle

Elément de
symétrie du réseau

._-:’
P b ......... ‘-

-
1 -
.. ...................... <>
| -
-

Geénie Civil et M
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Pour les motifs, on se limite a des groupes de symétrie

communs avec les précédents :

Nom et groupe Représentation Notation symbole Nom et groupe Représentation Notation symbole
de symétrie Schoenfflies du GdS de symétrie Schoenfflies du GdS
Virgule(1) / C1 Oiseau(1m) Y Cqip

Tilde(2) / Co - Tabouret(2mm) X Coy T
Triskele(3) \( Cg ‘ Triquetra(3m) * C3n A
Svastika(4) >< Cy . Croix de Malte(4mm) X Cyo .

Etoile de Mer(6) % Cg ol Flocon(6mm) >8< Cev '
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Ces tables permettent de définir les intersections des deux

groupes de symétrie :

Rotation Plan de symétrie
Nom du réseaux CQ Cg 04 06 S() S% So% S% S%
Oblique 1 0 0 0 0 0 0 0 0
Rectangle 1 0 0 0 1 1 0 0 0
Rectangle centre 1 0 0 0 1 1 0 0 0
Carré 1 0 1 0 1 1 0 1 0
Hexagonal 1 1 0 1 1 1 1 0 1

Rotation Plan de symétrie
Nom de motif @ C's C4 Cs So S% S% S% S%
Virgule 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Tilde 1 0 0 0 0 0 0 0 0
Triskele 0 1 0 0 0 0 0 0 0
Shuriken 1 0 1 0 0 0 0 0 0
Etoile de mer | 1 1 | o | 1 [0 0 0 0 0
Oiseau 0 0 0 0 1 0 0 0 0
Tabouret 1 0 0 0 1 1 0 0 0
Triquetra 0 1 0 0 1 0 1 0 0
Croix de malte 1 0 1 0 1 1 0 1 0
Flocon 1 1 0 1 1 1 1 0 1

128



Pour connaitre le groupe de symétrie du cristal on procede a
intersection des groupes de symétrie du réseau et du motif. Par
exemple, dans le cas suivant, le groupe final est réduit a

C> (invariance par rotation de ).

réseau motif combinaison combinaison
Se (p=n7%) | Sp (p#n7)

Représentation
Représentation

k.3 T-. -
..' ..... .. ....... P - - -
214 1o R e e e -
élément de symétrie | AT P e o o
* ' i '
Figure de pole G
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Et, au final, en étudiant les 71 combinaisons non dégénérées, on
trouve 10 groupes de symétrie possible pour un cristal en 2D.

2mm

3m

dmm

oOmm
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Le tenseur d¢lasticité hérite de ces symétries. Mais sa nature
tensorielle (c./” théoreme de Hermann) entraine des symétries
supplémentaires. En premier lieu, la structure tensorielle

implique une centro-symétrie (invariance par x> -x et y—>—y),
qui nexiste pas sur les classes 7,71,3,3m.

Ces symétries induites par la nature tensorielle réduisent le
nombre de groupes de symétrie plane a :

— triclinique : groupe Z, —> @

— orthotrope : groupe D;

— tétragonal : groupe D >

— isotrope : groupe O(2)
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Elasticité de Cauchy

Cauchy, vers 1820, a modélisé la structure
atomique par des freillis articulés.

Ce faisant, on trouve une symétrie
supplémentaire au tenseur d'élasticité :

Cijet = Cjikl

= Clig
Ce faisant, C est symétrique par
rapport a tous ses indices et ne
possede que 15 composantes
indépendantes.
Le sujet est toujours d’actualité
pour les matériaux architecturés.




Si lon impose cette symétrie indicielle, la forme du tenseur est :

11 22 33 23

31 12
V29 V2m V2]

1lq f e g
21 b d V2n V2h 2k
5 33 c V20 2p V2i
23 2d 21 2h
31 2€ 2¢
12 21

Quel est le groupe de symétrie possible pour de tels matériaux ?

Et bien en fait tous ! Il peut étre triclinique...
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Ces relations sont vraies tant quon considere un réseau

élastique (linéaire ou non) avec un potentiel fonction de la
distance interatomique.

Elasticité de Cauchy Elasticité de Hooke

Pour s’affranchir de la symétrie «de Cauchy», il faut considérer
des interactions de type moment...

Ceci peut étre percu comme un argument pour les milieux
micro-polaires de Cosserat ou du second gradient...

Ces moments peuvent provenir des arrangements moléculaires

favorables, de I'alignement des spins (?) 134



/ Quelques remarques sur les
criteres imite delasticrté
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/.1 Définrtions

Un critere limite d¢lasticité est une inégalité scalaire qui définit
la limite du domaine de validité de 1élasticité (linéaire).

flo) < oo fle) <oo flo,e) <og
Le critére peut-€tre isotrope ou anisotrope, a priori
indépendamment du groupe de symétrie du tenseur
d’élasticité...

Pour les criteres isotropes, cela correspond a des invariants du
tenseur des contraintes (ou des déformations) ou des invariants
des parties hydrostatiques ou déviatoriques de ceux-ci,

H D -
car " et [P~ sont isotropes.

On parle maintenant de critéres isotropes de matériaux
(élastiquement) isotropes.
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/.2 Les criteres energetiques

Les deux énergies pU* et pUPsont des invariants :

Beltrami (1885)
U < Wy < pU + p0P < W,

Von Mises (1913) Henki (1924) Huber (1904) Beltrami (1903)
pUP < Wy o 2u0P : P < Wy < |loP|| < v/2/30,

Variante possible...

o L aptP < W,
Mais ces critéres ont I'inconvénient (pour les géomatériaux) de
procurer une limite identique en traction et compression. L.e
dernier est proche du critére de Drucker-Prager (aussi de
DIl + atrace(o) < og  Cam-Clay, Gurson...)

|o
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Von Mises

0°1 = \/3J5(aP)< o

Ecriture classique...

Dou :

3
o9 = \/§trace(a'D.a'D)

O_eq_\/SO.DO.D
- eq—\ﬁaDu

Ce critére limite la norme (l’intensité) du déviateur. La partie
hydrostatique n'intervient pas.

° 3 °
I.e coefhicient 5 sert seulement a caler le critére sur la
contrainte limite en traction... o =on X n
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/.3  Les criteres en contraintes ou déformation
pDrincipales

En contraintes principales

Rankine (1858), Lamé, Clapeyron
sup(or) < oo
Tresca
sup(oy) — min(oy) < 27
Mais aussi Mohr-Coulomb, Leon (non convexe),

Hoek-Brown...

En déformations principales

Mazars (bétons)
sup(er) < €g
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/4  Criteres utilisant d‘autres invariants

Estse et Willam, Bigoni, Lexcellent (angle de Lode)
Mailoino : utilise (Jo (o), J3 (o))
| Francois, 2008 (bétons)

f0) = Pl +an (|[exp (2 )] - v3) -,

0]
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/.5 Remargues sur les criteres anisotropes

Dans le cas de phénomeénes anisotropes, il existe des directions
physiques. Si elles représentent une base, celle-ci possede alors
un sens physique, et on peut avoir des criteéres sur des
composantes. Par exemple : les critéres de Tsai, Tsai, Wu, Tsai-
Hill pour les composites orthotropes ou les métaux laminés.

Fio14+Fy0q + F303 + Fyo4 + F505 + Fgog
+ F1107 + Fy03 + F3303 + Fuo; + Fss0? + Faeog
+ 2F190109 + 2F130103 + 2F 530003 < 1

dans une base associée a lorthotropie du matériau.
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Un matériau peut-€tre isotrope mais posséder un critere (et ce
qui suit : plasticité, endommagement, mécanique de la
rupture...) anisotrope.

Exemple : le nid d’abeille Do & o

La symétrie Ds du matériau entraine l'isotropie (théoreme de
Hermann) donc un groupe de symétrie SO(2)

Cependant, il existe des directions privilégiées de plasticité, de
rupture... qui sont seulement De.
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Les tenseurs de structure

Pour former un critere anisotrope, il faut une fonction
possédant le groupe de symétrie requis.

Par exemple, le critére de Hill peut étre vu comme :

o:H:o <o

ou H est un tenseur de structure du 4¢m¢ ordre et orthotrope,
tandis que le tenseur d’élasticité des métaux (domaine
d’application du critére de Hill), est isotrope. Clest une forme
quadratique.

Le critere de Von Mises peut étre vu comme le cas particulier

de celui de Hill :

O':IP’D:0'<UQ

ou PP est isotrope (mais projette sur lespace des déviateurs).



Dans le cadre de l'utilisation de tenseurs du 4¢me ordre du type
des tenseurs d¢lasticité, on ne peut que créer des criteres
possédant un des 8 groupes de symétrie possibles pour eux.

Au dela, il faut d’autres tenseurs, d'ordre différent.

Les formes quadratiques, comme celles de Hill ou de Von Mises,
sont symétriques en & — —o et donc donnent des crizéres
Symétriques en rracti0n-compression.

Il faut utiliser d’autres invariants (valeurs propres, ...) pour
créer des criteres dissymétriques qui sont nécessaires pour les
géomatériaux, les bétons...
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S Analyse des symétries d'un
tenseur délasticrte
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8.] Probleme

11 est possible de mesurer ou de calculer le tenseur délasticité
complet (21 constantes) d’un matériau. Par exemple :

— par ultrasons

Ex. Arts, Francois [95], ...

— par calcul d’homogénéisation

Ex. Schwen, Cowin, Rumpf ...
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Une fois le tenseur mesuré :

6 29 31 1 2 =2

Tenseur d’élasticité du 29 66 23 -1 1 4
marbre de Carrare : 32 23 67 1 1 =2
1 -1 1 21 —3 —0
2 1 1 -3 256 -3

2 4 -2 —0 -3 23

— quel est le groupe de symétrie de ce matériau ?

— quelle est sa base naturelle ?

— s'il est s#ricto sensu anisotrope, est-il proche d’'un groupe de
symétrie donné ?

— si oui, a quelle distance en est-il ?

|47



8.2 La distance entre deux tenseurs

Afin de visualiser le groupe de symétrie du tenseur d’élasticité,
on représente la distance entre le tenseur et son symétrique par

rapport a tous les plans | Francgois, 95]. TR >
. _lc-5(0) \- el
d(C,r) = ‘
IC|
Liexpression est trés simple en base B; ® B ;:
J(C. ) — |C' — Sz (C)]| (la symétrie est calculée
(C.7) = HOH avec les formules de Bond)

Probléme : cette distance nest pas la
méme selon si l'on considere le tenseur

d¢lasticit¢ C ou son inverse, le tenseur des souplesses S . »



| Moakker & Norris, 07] ont introduit une distance log-
euclidienne qui résoud ce probleme :

d(C, ) = |[1og(C) — log(S7+ (C))|

Plus encore quauparavant, cette formule se calcule bien en base
de tenseurs By @ B .
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8.3 Les figures de pdles des symétries planes

Cette distance est représentée sur une figure de poéle, similaire a
celles utilisées en cristallographie ou en géographie.

N = x3

= 3 >
B " ” \
/ , \ E" A
/ Y I8 - !
’ : / . { Z \ ™\
- d { Yo I
O . it | i 7))
‘ Y o ol 7
11 - S N 12 S —
! ZIAd e S \
L A1 25 8 ot e |
\ o Y
II -

Normale Entwsrfsachse ¢ 0, 90, )
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Exemple : figure de pdle d'un tenseur cubique, dans sa base
naturelle

81.2 %

STTTTTT TR -

0 %
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Les figures de podle des symétries exactes, dans leur repere
naturel] :

<3

monoclinique orthotrope trigonal

tétragonal isotrope- cubique isotrope

38
transverse 5



Les figures de podles d'une décomposition harmonique (de

Boehler) Aijkl = 0ij akl +aei:ij=68

max. 0.732

Decomposition of the

™. —  cubic
elasticity tensor used by _ - |123 98 63 40 22 30
gl 98 73 38 40 22 30
Pr. Boehler n. 8 3 %8 40 2 %
v 40 40 40 0 O O
‘g* 22 22 22 0 0 O
|30 30 3 0 0 O
C € Ela; Randomly generated,; C=L+M+A+B+D '
Lijki = A Oij Ok Bijki = Oik bjl + 9ji bik
! ! + dil bjk + ik bi
= = bii=0
~  isotropic - transverse isotropic
= 95 95 95 0 0 O = 19 0 0 0 8 56
= 9%5 95 95 0 0 0 = 0O 59 0 69 0 56
95 95 95 0 0 O O 0 40 69 85 0
O o o0 o0 o o 0 69 69 -4 28 42
| 6 o o o o o | 85 0 85 28 14 34
woe| O O O O 0 O 56 56 0 42 34 -10
Mijki = w (ik 9ji+dil Ojk) Dijki
! ! Diiki = Diyiikl)
- - Diki =0
- sotropic BESE = mzcolmlcg 55 25 -12 -5
= 23 0 0 0 0 O = i = ) e - -
| L S — 9 -7 32 0 -7 -26
0 23 0 0 0 0 CALTTINKS
o O O 23 o O O o [T 55 32 '12 '42 6 '40
0 0 0 12 0 O o | 250 42 32 40 7
| o o o0 o 12 o | “*l 42 7 6 -40 55 -25
o] O O O 0O 0 12 5 26 -40 -7 25 9
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Aq -

8.4 Recherche du tenseur symétrique proche

La méthode de Gazis, Tadjbakhsh & Toupin (1963) est basée

sur la minimisation de I'€cart aux relations entre coefhicients qui
existent en base naturelle. Par ex. pour la symétrie cubique :

1 1 1.0 0 0 4 -2 -2 0 0 0 -2 1 1 0 0 0
1 110 0 0 -2 4 -2 0 0 0 1 -2 1 00 0
ljt 11000, 1 -2 -2 4 000, L1 1 =200 0

3/0 00000 2g/5|0 0 0 600 °%30|0 0 0 200
000000 0 0 0 0 6 0 0 0 0 0 2 0
000000 0 0 0 0 0 6 ‘0 0 0 0 0 2
invariant "

Le produit scalaire A; : Cindique I'écart a ces relations.
Les A; sont positionnés par les angles d’Euler.

On cherche ;1 |C — Z (R(A;) :: O)R(A;)]
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Méthode de Francois (1995) : calcul de la moyenne sur lorbite
du groupe de symétrie choisi. Exemple :

B ] .
T | @ b forme quadratique OM.T.OM =1
o boc ax® + 2bxy + cy® =1
P = 01 rotation de m/2
-1 0
pilrp—| ¢ P
-b a
T+P 'TP [ atc
2 - _ O a—2|—c
agc($2+y2) =1

La moyenne est invariante par rapport a P.
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Pour les tenseurs d¢lasticité, la moyenne est fait en utilisant le
générateur du groupe de symétrie (le groupe le plus petit qui
génere le niveau de symétrie donné, c.f. la démonstration sur la
symétrie orthotrope).

groupe groupe générateur | nb. élé.
tricilinique 1
monoclinique D5 D> 2
trigonal De D3 6
orthotrope D, D, 8
1sot. transverse SO(2) Drx 10
tétragonal Dq Dq 16
cubique O @, 24
isotrope SO(3) T 60
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Le tenseur symétrique le plus proche est obtenu par
minimisation de [‘écart entre C et Cs (le tenseur symétrique
ainsi calculé) :

in ||C — Sg(C
min |C — Sz (C)]

Le tenseur (exactement) symétrique le plus proche est :

CS — SRopt (C)

ol Rop: est le repére optimal, 'argument de la minimisation ci-
dessus. I.a distance entre C et C; est alors :

‘C o CSH
IC]]

4(C.S) = |

Llensemble est implémenté dans le logiciel SymetriC
disponible (marc.francois@univ-nantes.fr).
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8.0 Exemples

Exemple : le marbre de Carrare A

_ _ ! o1l
8 29 31 1 2 2 | e
29 66 23 -1 1 4 It
32 23 67 1 1 -2 ¥
1 -1 1 21 -3 —0 s
2 1 1 -3 25 -3 N\

-2 4 -2 -0 -3 23
tétragonal(5) - 0% innp: 29%

-—> | 0%

Sur la figure de poles, on devine une proximité avec la symétrie
tétragonale : 4 normales +1 correspondent presque a des plans
de symétrie.
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Optimisation avec SymetriC

* 113 % 8.9 %
R ™
< c
w » >
A A
2.9 %
/ 0 % 0%
/ > X0l ~ xol
« d = 9%

Base naturelle

65 26 29 —0 0 —0

On obtient aussi les 26 66 29 0 -0 O
constantes «ingénieur». C, = 9 29 8 -0 -0 -0 GP
5 - L= _00 0 2 0 o a

0 0 =0 0 22 -0
0 0 -0 0 -0 24
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< i)
Isotropic

O

On peut faire le calcul pour
tous les groupes de symétrie.

12,5% 2

4

. ; . Cubic |
La relation d'odre partiel

entre les groupes est 8,6% 3. | transv. isotropic |

, v ¥
I'CSpGCtCC. f Tétragonal\ 75% 5 CE‘J

65% 6 | ?i 7 Trigonal

Quel est «le bon» groupe de e
symétrie ? Cest toujours une | Orthotropic | Eé
] ] 6,9% 6
affaire de choix ! p /
52% 9 | \ /
[ Monoclinic |
L
- 2,9% 13
[\\ Number of independant constants | ¥ Triclinic )
N Frangots, M

: Determinatior
Distance to raw determined st

stiffness tensor Co 8 0% 21 ) measurement

o 0o. 4091-410¢
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Influence du type de distance :

Sur ce tenseur monoclinique,
on calcule le cubique le

plus proche.

Avec lerreur

euclidienne :

Avec lerreur
en log :

CS=SYMETRIC(C)

N
()]
o

.6667
.8333
.8333
.0000
.0000
.0000

O O O N DN D

Cs=SYMETRIC(logm(C));

CSp=expm(Csp)
CSp =
3.4166
2.5465
2.5465
0
0
0

OO OO N &DN
(00}
w
w
w

N O O & W O

.8333
.8333
.6667
.0000
.0000
.0000

.5465
.5465
.4166

R O O L W W

.0000
.0000
.0000
.3333
.0000
.0000

.790

o O & O O O

R O O O &

O b O O O O

O N OO O O O

.0000
.0000
.0000
.0000
.3333
.0000

O W NN O O O
PR OO RFrPrEFELEDN

-0.0000
-0.0000
-0.0000

-0.0000
4.3333
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Exemple : groupe de symétrie d'un témur de bovin (Rasoldier,

Kabbaj, Francois), pour le LIP :

E1 = 21.27 G23 =7.3 V1o =— 0.56 Vi3 — 0.24
E2 = 11.94 G31 = 10 Vo1 — 0.31 Vog — 0.56
E3 = 12.33 G12 = 8.7 V31 — 0.14 V3o — 0.58

Table 1: Orthotrope : distance d = 0%
E1 = 21.7 G23 =93 V1o =— 0.56 V13 =— 0.24
E2 =124 G31 =93 Vo1 — 0.58 Vo3 — 0.14
Eg = 21.7 G12 = 9.3 V31 — 0.31 V3o — 0.96

Table 2: tétragonal : distance d = 3.1608 %

E1=21.7 || Gag = 5.6 vig = 0.31 | v13 =0.43
Ey =16.1 || G31 =9.3 || vro; =0.41 vog3 = 0.41
E3 = 16.1 G12 = 9.3 V31 — 0.43 V3o — 0.31

Table 3: isotrope transverse : distance d = 4.2713 %

E1 = 20.4 G23 =7.5 Vio = 0.36 V13 — 0.36
E2 =204 G31 =7.5 Vo1 = 0.36 Vo3 — 0.36
Eg = 20.4 G12 =7.5 V31 — 0.36 V3o — 0.36

Table 4: isotrope : distance d = 7.2014 %
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Sur une mesure compléte
(superalliage base nickel

IN1 phase )

microstructure

AM1

Pas de vrai plan de symétrie.
cubique ? orthotrope ?

On devine la base naturelle...

243

136

135

22

52

-17

136

239

137

-28

11

16

135

137

233

29

-49

22

-28

29

133

-10

52

11

-49

-10

119

-17

16

130
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Hiérarchie respectée
Bon choix ?

L.a branche cubique
se distingue...

isot 34,6 %
cub [10,5%| 'S°t 218 %
trans
tetra 99 %
ortho| 8,1 % | trigo 24,3 %
mono 4.7 %
tricli 0%

| 64
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